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Wprowadzenie

Rozwazania ekonomistow na temat efektywnosci najczesciej sprowadzaja
si¢ do efektywnos$ci skali i zakresu (ang. scale and scope economies), ktore
dotycza albo wyboru efektow dziatania firmy (przy danych naktadach), albo
efektywnosci typu X” (ang. X-efficiency), odnoszacej si¢ do stopnia wykorzys-
tania naktadow (dla osiagnigcia danych efektow). Wybitni ekonomisci
P.A. Samuelson i W.D. Nordhaus glosza nawet poglad, ze efektywnos¢ jest by¢
moze gtéwnym przedmiotem ekonomii i — najog6lniej rzecz ujmujac — jest ona
brakiem marnotrawstwa. Wedlug tych autorow, gospodarka funkcjonuje efek-
tywnie, jesli nie mozna zwigkszy¢ produkcji jednego dobra bez zmniejszania
produkcji innego, co jest jednoznaczne z osiagnigciem krawedzi mozliwosci
produkcyjnych’.

W artykule przedstawiono wymienione kategorie efektywnosci wykorzys-
tywane w metodach analizy granicznej. Omowiono takze podstawy matema-
tyczne pomiaru efektywnosci przy wykorzystaniu najpopularniejszej z tych
metod — Data Envelopment Analysis (DEA).

! P.A. Samuelson, W.D. Nordhaus: Ekonomia. T. 1. PWN, Warszawa 1995, s. 185.
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1. Ekonomia skali i zakresu

Przyjmuje sig, ze firma osiaga korzysci skali (ang. scale economies), jesli
wzrostowi efektow jej dzialania towarzyszy proporcjonalnie nizszy przyrost
naktadow (kosztow), co oznacza, ze firma moze dziata¢ efektywniej przez
zwigkszanie poziomu produkcji (skali). Za firme¢ dziatajaca w obszarze dyz-
ekonomii skali (ang. scale diseconomies) uwaza si¢ taka, w ktorej obnizenie
produkcji (efektow) powoduje wyzsze niz proporcjonalne obnizenie kosztow,
a wigc firma ta moze by¢ bardziej efektywna, jesli ograniczy skale dziatania.

Efektywnos¢ zakresu (ang. scope efficiency) dotyczy takich przypadkow,
gdy firma produkuje najbardziej efektywny pod wzgledem kosztow zestaw
(mix) produktow. Dla danego poziomu efektow jednostkowy koszt produkcji
moze by¢ nizszy, jesli firma produkuje caty zakres (asortyment) produktéw, niz
jesli specjalizowalaby sie¢ w kilku z nich, albo odwrotnie — moze si¢ okazac, ze
koszty beda jednak nizsze w przypadku specjalizacji. W pierwszym przypadku
méwimy o ekonomii zakresu (ang. scope economies), w drugim — o dyz-
ekonomii zakresu (ang. scope diseconomies)’. Ekonomia skali i zakresu sa
wzajemnie powiagzane — fakt, ze firma produkuje wyroby lub §wiadczy roznego
typu ustugi (szeroki zakres produkcji) pozwala jej na zwigkszenie skali dziata-
nia. Oczywiscie, przekroczenie okreslonego zakresu dzialania zwigkszy koszty
jednostkowe.

2. Efektywno$¢ typu X

Efektywnos¢ typu X bada, czy firma wykorzystuje zasoby (naktady) po-
zostajace do jej dyspozycji, takie jak praca, ziemia, kapital, w najbardziej efek-
tywny pod wzgledem kosztow sposdb — to znaczy, czy dany poziom i zestaw
efektow jest wytwarzany w mozliwie najtanszy sposob’. Jesli nie, to firma albo
nie wykorzystuje czesci swoich zasobow, albo stosuje nieodpowiednia ich

2 L.J. Mester: How Efficient are Third District Banks. Business Review. Federal Reserve
Bank of Philadelphia, January 1994, s. 3—18.

> Por. formule oszczedno$ciowa zasady racjonalnego gospodarowania O. Langego: Eko-

nomia polityczna. T. 1, Il. PWN, Warszawa 1980, s. 147; T. Kotarbinski: Traktat o dobrej robo-
cie. Ossolineum, £.6dz 1955, s. 117.
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kombinacje do wytwarzania danego poziomu efektow. Mozna wyrdzni¢ kolejne
dwie kategorie efektywnosci, zwiazane z efektywnos$cia typu X, a mianowicie:

a) nieefektywno$¢ techniczna, okreslana takze mianem ,,czystej” nie-

efektywnosci technicznej (ang. technical albo technological ineffi-
ciency, albo ratio inefficiency, albo purely technical inefficiency®);

b) nieefektywnos¢ alokacyjna (ang. allocative inefficiency albo mix inef-

ficiency).

Nieefektywnos$¢ techniczna sprowadza si¢ do wykorzystywania zbyt wielu
naktadow do wytworzenia danych efektow i oznacza po prostu marnotrawstwo.
W mikroekonomicznej teorii firmy przedsigbiorstwo nieefektywne z technicz-
nego punktu widzenia produkuje ponizej granicy mozliwosci produkcyjnych.
Marnotrawstwo zasobow nie jest jednak jedynym przejawem nieefektywnos$ci
typu X. Jej drugim rodzajem jest nieefektywnos¢ alokacyjna, wystgpujaca wte-
dy, gdy naklady na wytworzenie danego poziomu (skala) i zestawu (zakres)
efektow sa uzyte przez firme¢ w niewlasciwych proporcjach’. Firma nieefek-
tywna alokacyjnie znajduje si¢ na granicy mozliwosci produkcyjnych, to zna-
czy dla wybranych nakladéw maksymalizuje osiagane efekty, ale mogtaby ob-
nizy¢ koszty dzialania przez wybranie innych proporcji zuzywanych naktadow.

Oczywiscie, firma moze by¢ zarowno nieefektywna technicznie (techno-
logicznie) jak i alokacyjnie. Jednoczesne wystgpowanie efektywnosci technicz-
nej i alokacyjnej oznacza, ze firma jest efektywna w pelnym tego stowa zna-
czeniu, co jest nazywane efektywnoscia ogdlna lub calkowita w sensie efek-
tywnosci Pareto-Koopmansa (ang. overall lub ftotal efficiency), utozsamiana
z efektywnoscia ekonomiczna’.

Pomiar poszczegdlnych kategorii efektywnos$ci mikroekonomicznej odby-
wa si¢ za pomoca sformalizowanych modeli matematycznych badz ekono-
metrycznych, odnoszacych si¢ odpowiednio do nastgpujacych funkcji celu:
kosztow, przychodow i zyskéw. Wymienionym funkcjom celu odpowiadaja
nastgpujace kategorie efektywnosci mikroekonomicznej: efektywno$¢ kosztowa

4 Ta kategoria efektywnos$ci zwana jest takze ,,staba” efektywnoscia (ang. weak efficiency)

albo efektywnoscia Farrella (ang. Farrell’s efficiency). Por. punkt 3.

5 Makroefektywnos¢ alokacyjna (gospodarki) oznacza, Ze przy danych zasobach i technice

gospodarka dostarcza konsumentom mozliwie najwigkszy zestaw dobr.

6 Kazda z kategorii efektywnosci mikroekonomicznej odnosi si¢ do efektywnosci catkowi-

tej 1 jednoczesnie kazda z nich mozna roztozy¢ na sktadowe efektywnosci catkowitej, tj. efektyw-
no$¢ techniczng i alokacyjna. Por. S. Grosskopf: Some Remarks on Productivity and Its Decom-
positions. ,,Journal of Productivity Analysis” 2003, No 20, s. 459-474.
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(ang. cost efficiency), efektywnos¢ przychodowa (ang. revenue efficiency)
1 efektywnos¢ zysku (ang. profit efficiency). Po oszacowaniu danej funkcji gra-
nicznej pomiar poziomu efektywno$ci badanej firmy (obiektu) odbywa sig
przez poréwnanie jej z firma (obiektem) uznang za efektywna i bedaca wzor-
cem efektywnosci.

Modele matematyczne wykorzystuja nieparametryczne metody analizy
granicznej: Data Envelopment Analysis (DEA) oraz Free Disposal Hull (FDH),
natomiast modele ekonometryczne sa podstawa parametrycznych metod pomia-
ru efektywnosci, do ktorych zalicza sig: Stochastic Frontier Approach (SFA),
Distribution Free Approach (DFA), Thick Frontier Approach (TFA). Najpopu-
larniejsza jest metoda DEA’. Jej zalozenia przedstawiono ponize;.

3. Zalozenia metody DEA

DEA jest metoda deterministyczna oparta na programowaniu liniowym.
Poniewaz moze by¢ stosowana do szacowania efektywnosci réznych podmio-
tow — od firm komercyjnych, po instytucje non-profit czy gospodarki panstw
i regionow, podmioty poddane analizie powszechnie nazywa si¢ jednostkami
decyzyjnymi (ang. Decision Making Units — DMUSs). Efektywnos$¢ obiektu
(DMU) jest mierzona w stosunku do innych obiektow z badanej grupy, uzna-
nych za efektywne, a zatem tworzacych granice efektywnosci.

DEA opiera si¢ na koncepcji produktywnos$ci opracowanej przez G. De-
breu® i M.J. Farrella’, ktorzy produktywno$é zdefiniowali jako stosunek poje-
dynczego wyniku do pojedynczego naktadu:

efekt
naklad (M

Przeprowadzone przez A.N. Bergera i D.B. Humphrey’a badania wykorzystania metod
analizy granicznej do pomiaru efektywnosci instytucji finansowych wykazaly, ze najczgsciej
stosowana jest DEA (69 na 129 przeanalizowanych przez nich badan). Zob. A.N. Berger,
D.B. Humphrey: Efficiency of Financial Institutions: International Survey and Directions for
Future Research. ,European Journal of Operational Research” 1997, No 98, s. 175-212. DEA
jest rowniez najpopularniejsza w Polsce (6 na 8 badan). Zob. M. Kisielewska: Charakterystyka
wybranych metod pomiaru efektywnosci bazujqcych na krzywych efektywnosci. Prace Naukowe
Akademii Ekonomicznej, Wroctaw 2005, s. 150—158.

8 G. Debreu: The Coefficient of Recourse Utilisation. ,,Econometrica” 1951, No 19 (3),
July, s.273-292.

®  M.I. Farrell: The Measurement of Productive Efficiency. ,,Journal of the Royal Statistical

Society, Series A” 1957, No 120(III), s. 253-281.
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Ujgcie to zostato rozszerzone przez A. Charnesa, W.W. Coopera i E. Rhodesa
na sytuacj¢ wielowymiarowa, w ktorej wystepuje wiele efektow i wiele nakta-
dow. Nalezy podkreslic, ze miara efektywnos$ci zaproponowana przez
M.J. Farrella odnosi si¢ jedynie do ,,czystej” efektywnosci technicznej, czyli
wskazuje, czy badany obiekt znajduje sig¢ na krzywej mozliwosci produkcyj-
nych, czy nie. Nie mierzy natomiast efektywnosci alokacyjnej, czyli nie okres-
la, czy obiekt znajdujacy sig na granicy mozliwos$ci produkcyjnych stosuje na-
ktady we wilasciwych proporcjach do wytworzenia danego poziomu i zestawu
efektow. Miara ta zwana jest takze ,,staba” efektywnoscia (ang. weak efficien-
¢»)". J.M. Farrell byt $wiadomy tego ograniczenia i podejmowatl proby jego
przezwycigzenia, ale ostatecznie nie podal formuty matematycznej. Udalo sig to
dopiero A. Charnesowi, W.W. Cooperowi i E. Rhodesowi. Zaproponowane
przez nich formuly matematyczne mierza takze efektywnos¢ alokacyjna, po-
zwalajac tym samym na okre$lenie efektywnosci catkowitej'.

Efektywnos¢ catkowita jest odnoszona do efektywnosci Pareta-
-Koopmansa'?. Przypusémy, ze w danej branzy dziala K firm zuzywajacych
X; € R" nakladéw na produkcje Y e RY wynikoéw. Technologia produkcji,

ktora transformuje naktady na wyniki, moze by¢ okreslona przez zbidr mozli-
wosci produkcyjnych:

P(x)={y: y moze by¢ produkowane przez x}, )

1% Zob. W.W. Cooper, L.M. Seiford, K. Tone: Data Envelopment Analysis. A Comprehen-

sive Text with Models, Applications, Reference and DEA Solver Software. Kluwer Academic
Publishers, Nowell, Massachusetts 2000, s. 45-46.

""" Wiecej na temat podstaw DEA zob. m.in. w A. Charnes, W.W. Cooper: Preface to

Topics in Data Envelopment Analysis. ,,Annals of Operations Research” 1985, 2, s. 59-94;
T. Coelli, D.S.P. Rao, G.E. Battese: An Introduction to Efficiency and Productivity Analysis.
Kluwer Academic Publishers, Boston 1998; G. Hanoch, M. Rothschild: Testing the Assumptions
of Production Theory. A Nonparametric Approach. ,Journal of Political Economy” 1972,
No 80(2), s. 256-275.

12 Zob. Handbook on Data Envelopment Analysis. Red. W.W. Cooper, L.M. Seiford,
J. Zhu. Kluwer Academic Publishers, Boston—Dordrecht-London 2004, s. 3—4; T.C. Koopmans:
Activity Analysis of Production and Allocation. Wiley, New York 1957.
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Przy danych empirycznych punktach (x; y,),j =1, 2, 3, K, x; > 01y, > 0, empi-
ryczny zbidr mozliwosci produkcyjnych zdefiniowany jest jako wypukta otocz-
ka tych punktow'’:

K K K
P(x)= (X,Y): X= lej,uj, Y= Zlyj,uj, Vi, 20, Zuj =1 3)
J= J= J

K — liczba firm,

v; — wektor (1 X m) wynikow j-¢j firmy,
x; — wektor (I X n) naktadow j-ej firmy,
Y — macierz(M X K) wynikow,

X — macierz (N X K) nakladow.

Zgodnie z definicja efektywnosci Pareto-Koopmansa, dla skonczonego empi-
rycznego zbioru mozliwo$ci produkcyjnych efektywny jest punkt (x; y;), taki ze
nie ma innego punktu (x; y;) w tym zbiorze, takiego ze y; > y; oraz x; < x; dla
kazdego i,j =1, 2, ..., K, z zachodzaca przynajmniej jedna ostra nierdownoscia.
Innymi stowy, oznacza to, ze produkcja danej jednostki jest efektywna, jezeli
nie ma w danym sektorze innej jednostki, ktéra produkuje tyle samo lub wigcej
1 zuzywa mniej naktadow.

Po wyodrgbnieniu punktéw efektywnosci Pareto ze zbioru K punktow em-
pirycznych mozna zdefiniowa¢ empiryczna funkcje produkcji jako krawedz
(ang. frontier) zbioru mozliwoéci produkcyjnych'®. Naturalng miara nieefek-
tywnosci danej firmy jest zatem jej odlegltos¢ migdzy punktem empirycznym
charakteryzujacym technologi¢ firmy (x; );) a empiryczna funkcja produkcji
(krawedzia zbioru mozliwosci produkcyjnych). Miare taka zaproponowat
R.W. Shepard". Jego funkcja odlegloéci ma nastepujaca postag:

3 Przedstawiona definicja empirycznego zbioru mozliwosci produkcyjnych jest jedna

z wielu mozliwych. Inne definicje mozliwosci produkcyjnych przedstawili A. Charnes, W.W. Coo-
per, B. Golany, L. Seiford, J. Stutz: Foundations of Data Envelopment Analysis for Pareto-
-Koopmans Efficient Empirical Production Functions. ,Journal of Econometrics” 1985,
No 30(1/2), s. 91-107.

Y Ibidem.

'S R.W. Shepard: Cost and Production Functions. Princeton University Press, Princeton

1953; R. Fire, S. Grosskopf, C.A.K. Lovell: Production Frontiers. Cambridge University Press,
Cambridge 1994.
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Dj(xj,yj)zmin{ez %, yjeP(x)} 4)
gdzie:

D; - funkcja odleglosci migdzy punktem empirycznym charakteryzu-
jacym technologi¢ firmy (x; y;) a empiryczna funkcja produkcji
(krawedzia zbioru mozliwosci produkcyjnych),

y;  — wektor (1 X m) wynikow j-ej firmy,

X — wektor (1 X n) nakladow j-ej firmy,

0 — wspotczynnik efektywnosci obiektu,

P(x) — 2zbiér mozliwosci produkcyjnych.

Funkcja ta jest kompletna skalarna charakterystyka technologii danej firmy.
Warto$¢ funkcji odleglosci zawiera si¢ w przedziale zero—jeden, jezeli tylko
analizowany punkt nalezy do zbioru mozliwo$ci produkcyjnych P(x). Wartos¢
funkcji réwna jeden wskazuje na efektywnos$¢ firmy, a mniejsza niz jeden
oznacza jej nieefektywnos¢.

R. Fare, S. Grasskopf, K. Lovell'® udowodnili, ze funkcja odlegtosci She-
parda jest odwrotnoscia miary efektywnos$ci technicznej zaproponowanej przez
J.M. Farrella F(x; y;), okreSlonej przez rozwigzanie zadania programowania
liniowego modelu Data Envelopment Analysis postaci:

[D./(xj’yj)}1 =F(x_/,y_/):max{¢9: & ¥; EP(X)} (5)

Warto$¢ miary efektywnosci technicznej Farrella pokazuje, o ile trzeba srednio
zwigkszy¢ produkcj¢ firmy, aby byla ona efektywna przy tej samej wielkosci
uzytych nakladow. Jak wspomniano, efektywnos¢ Farrella to tak zwana staba
efektywnos$¢, ktora nie ujmuje pomiaru efektywnosci alokacyjnej. Pomiar ten
umozliwili A. Charnes, W.W. Cooper i E. Rhodes przez dualne zagadnienie
programowania liniowego (ang. dual linnear programming — DLP), ktore moz-
na przedstawié¢ nastepujaco’ :

16 Ibidem.

7" 1A. Ali: Computational Aspects of DEA. W: Data Envelopment Analysis. Theory, Metho-
dology and Applications. Red. A. Charnes, W.W. Cooper, A.Y. Lewin, L.M. Seiford. Kluwer
Academic Publishers, Dordrecht 1995, cyt. za Analiza i ocena bankéw oraz ich oddzialow. Red.
A. Gospodarowicz. Wyd. Akademii Ekonomicznej we Wroctawiu, Wroctaw 2002, s. 59-60. Por.
W.W. Cooper, L.M. Seiford, K. Tone: op.cit., s. 43-46, 53—58; Handbook on Data..., s. 11-19.
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min z=0—&- 35" &S5 (6)

O, 1,+,s r=1 i=1

przy ograniczeniach:

A st s >0.

90y 9 9y

Tak sformutowane zadanie programowania liniowego nalezy rozwiaza¢ wzgle-
dem wszystkich n obiektow. W zagadnieniu tym rozwigzywanym wzgledem

obiektu 0,:
Xo

X

Yy
Y

+ _
§ orazs

stala ¢

jest wektorem nakltadow danego obiektu (o wymiarach
[1 x m]),

jest macierza naktadow wszystkich obiektow (o wymiarach
[n x m]),

jest wektorem efektow danego obiektu (o wymiarach [1 x s]),
jest macierza efektow wszystkich obiektow (o wymiarach
[n x 5]),

sa wspotczynnikami kombinacji liniowej,

jest wspotczynnikiem efektywnos$ci obiektu,

okreslaja warto$¢ tak zwanych luzéw, powstatych w trakcie
optymalizacji funkcji celu,

oznacza nieskonczenie mata liczbe (w pierwotnym sformuto-
waniu rozwiazywanego problemu odgrywa ona rol¢ dolnego
ograniczenia wag okreslajacych wartos¢ poszczegdlnych efek-
tow 1 naktadow, tak by zapobiec przyjmowaniu przez nie zero-
wych wartos$ci).

Przedstawiony model jest w literaturze okreslany mianem zorientowanego
na naklady (ang. input oriented) modelu CCR'®, w ktérym funkcja celu jest
minimalizacja nakladow na uzyskanie niezmienionej wartosci efektow. Druga

18

Skrét od nazwisk autorow modelu: Charnesa, Coopera i Rhodesa.
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grupg tworza modele zorientowane na efekty (ang. output-oriented), w ktorych
przy danych naktadach maksymalizowane sa efekty'’.

W modelu dualnym DEA wystepuja dodatkowe parametry s* oraz s, ktore
okreslaja warto$é luzow powstajacych w trakcie optymalizacji funkcji celu®.
Model DEA jest bowiem rozwiazywany w dwoch etapach’ — w pierwszym
dokonuje si¢ minimalizacji wartosci 6, a w drugim minimalizacji wartosci lu-
z6w (s' oraz s') przy stalej wartoéci 6, obliczonej w pierwszym kroku. Laczac
przedstawione rownanie dualnego programowania liniowego (DLP) z przywo-
fana definicja efektywnosci Pareto-Koopmansa, mozna powiedzie¢, ze obiekt
(DMU) jest w petni efektywny wtedy i tylko wtedy, gdy*> =1 oraz s, =s,” = 0.
W praktyce szacowania efektywnosci DEA z reguty wykorzystuje si¢ specjali-
styczne oprogramowanie rozwiazujace poszczegolne zagadnienia programowa-
nia liniowego i szacowanie parametréw luzéw (s* oraz s) nie jest istotne
z punktu widzenia uzytkownika®.

Podsumowujac, dany obiekt (DMU) jest uznany za w pehi efektywny
(ang. fully efficient) w sensie Pareto-Koopmansa, jesli:

a) znajduje si¢ na granicy mozliwosci produkcyjnych i wspotczynnik je-
go efektywnosci 8 = 1 (100%), a zatem dany obiekt jest efektywny
technicznie, oraz

b) uzywa wlasciwych proporcji naktadow i efektow (s, =s,” = 0), a za-
tem dany obiekt jest efektywny alokacyjnie.

Obiekty (DMU), dla ktérych wspotczynnik efektywnosci wynosi 1 (tj. 100%),
leza na krzywej efektywnosci i tworza granice efektywnosci®’, natomiast jed-
nostki lezace ponizej krzywej — okre$lane jako nieefektywne — beda miaty
wspotczynnik efektywnosci mniejszy od jednosci.

!9 Por. zasade racjonalnego gospodarowania.

20 7Zob. Analiza i ocena bankow...,s. 59.

2l Stad okreslenie model dualny.

2 Handbook on Data...,s. 11.

2 Opis i podstawy matematyczne programowania liniowego (LP) mozna znalez¢ w bogatej

literaturze przedmiotu. Zob. m.in. W.W. Cooper, L.M. Seiford, K. Tone: op.cit.; Handbook
on Data..., 1. Nykowski: Programowanie liniowe. PWE, Warszawa 1984.

2 W niektorych sytuacjach obiekt lezacy na krzywej efektywnosci moze mimo wszystko

by¢ okreslony jako nieefektywny. Na tej podstawie powstato pojgcie tzw. obiekt graniczny. Zob.
A. Charnes, W.W. Cooper, Z.M. Huang, D.B. Sun: Polyhedral Cone-Ratio DEA Models. ,,Jour-
nal of Econometrics” 1990, No 46, s. 73-91; L.M. Seiford, R.M. Thrall: Recent Developments in
DEA. The Mathematical Programming Approach to Frontier Analysis. ,,JJournal of Economet-
rics” 1990, No 46, s. 7-38.
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Zakonczenie

W artykule nie wyczerpano ztozonych zagadnien zwigzanych z definiowa-
niem i pomiarem efektywnosci. Przedstawiono jedynie coraz popularniejsze
podejscie do pomiaru efektywnosci, jakim jest analiza graniczna i wykorzysty-
wane w niej kategorie efektywnosci. W metodach analizy granicznej pomiar
efektywnosci odbywa si¢ za pomoca sformalizowanych modeli matematycz-
nych lub ekonometrycznych. Pierwsze z nich wykorzystuja metody nieparame-
tryczne: Data Envelopment Analysis (DEA) oraz Free Disposal Hull (FDH),
drugie — metody parametryczne: Stochastic Frontier Approach (SFA), Distribu-
tion Free Approach (DFA), Thick Frontier Approach (TFA). Najczgsciej sto-
sowana jest metoda DEA, ktérej zatozenia przedstawiono w artykule.

EFFICIENCY CONCEPT IN FRONTIER ANALYSIS

Summary

The paper provides basics of the efficiency concepts employed in frontier analy-
ses. These analyses are being conducted by researchers and practitioners by the means
of two approaches: nonparametric — using Data Envelopment Analysis (DEA) and Free
Disposal Hull (FDH) and parametric: Stochastic Frontier Approach (SFA), Distribution
Free Approach (DFA) and Thick Frontier Approach (TFA). Fundamentals of most
commonly used method — DEA are also given.
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